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Konac¢na duZina rec¢i
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Analogno digitalna konverzija

AD Konvertori A/D Konvertori ADC

Ulaz - analogni napon

1zlaz — digitalna (binarna) vrednost srazmerna ulaznoj veli¢ini

XE(t) AD X(n)
Xe(t) ADC — )DX(I’]

1. Odabiranje u vremenu, diskretizacija u vremenu
2. Diskretizacija po amplitudi

Ogranicen signal na izlazu: broj mogucih vrednosti predstave brojeva
Ogranicen signal na ulazu
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Digitalno analogna konverzija

DA Konvertori D/A Konvertori DAC

Ulaz — digitalna (binarna) vrednost

I1zlaz — analogni napon srazmeran ulaznoj veli¢ini

Y(n) DA Ye(t)

Dy(n) == paAC Ye(t)

1. Diskretan po amplitudi
2. Kontinualan u vremenu

Ogranicen signal na ulazu: broj mogucih vrednosti predstave brojeva
Ogranicen signal na izlazu

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23




AD

Diskretizacija
-vreme
-amplituda

amplituda

vreme

6
nT, SN ] — Dbrojevi

N W A~ O

<«
Pa—
pa—
<
-

I )
OA 1A 2A 3A 4A 5A 6A 7A 8A vi

U vecéini konvertora se ovako i stvarno deSava
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Za analizu moze i obrnuto
prvo diskretizacija amplitude
pa diskretizacija u vremenu

Diskretizacioni nivoi
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Greska koju pravimo ako konvertujem signal lineran u vremenu

x(t)=AL za 0<t<2"T
1A T

Sum kvantizacije ——

kao da smo kvantizovali signal

20 . 1 0<t<T
X, ()=AY kp(t-kT) za 0<t<2'T gdeje p =
par 0 else

~

odnosno, kao da smo na originalni signal “dodali” Sum kvantizacije.
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Sum kvantizacije n, (t) = x(t) - Xo ()
, _ A
Srednja vrednost n =—
2

Snaga Suma kvantizacije

1] 1Tt V. (A
P, = Noas == [ @dt-n7 == | —A | dt—| =
Ty To\T 2
Test signal = sinusoidala signal maksimalne amlitude
N 2
255
Py = = A*(ZN 1)2
2 8 Svaki dodatni bit
SNR = K _ E(ZN _ )2 ppboljéava odnos
P signal Sum za 6dB

SNR =10log,, % ~6.02N +1.76 dB

q
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Kvantovanje amplitude

l. Greska kvantovanja €[n] ima uniformnu gustinu raspodele
2. Greska kvantovanja €[n] predstavlja stacionarni beli Sum,

3. Greska kvantovanja g[n] nije korelisana sa signalom x[#].

?

greSka kvantovanja mozZe smatrati za aditivni beli Sum

P
SNR (dB) = lOlog?X

n
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Figure 5.20: Effect of Ratio of Sampling Clock f, to Output Frequency f,
on SFDR for Ideal 12-bit DAC

(ne)Koherentno generisanje signala — isti
efekti kao i kod (ne)Koherentnog odabiranja

-
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Nelinerani efekti

Ako se u nekom trenutku t = t, ukine pobudni signal stabilnog IIR diskretnog sistema, izlazni signal bi
trebalo da asimptotski opada ka nuli. Medutim, ako se u realizaciji [IR sistema za predstavljanje signala
i koeficijenata koristi konacan broj bita, izlazni signal moze oscilovati ili imati konstantnu vrednost
razli¢itu od nule.

Taj efekat se naziva granicni ciklus pri nultoj pobudi i posledica je nelinearnih pojava kod kvantovanja
proizvoda ili prekoracenja opsega kod sabiranja.
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v[n]=ay[n—1]+x[n], ‘a‘ <1

Primer

V[n]= Q(ajf[n — 1]) + X[n]

X[n]=0875,,8[n]=0.111,9[n]

Cetiri bita

n Mn] ] [n] V[n]
0 0.875 0.875 0.875 0.875
1 0.4375 0.500 -0.4375 -0.500
2 0.21875 0.250 0.21875 0.250
3 0.109375 0.125 -0.109375 -0.125
4 0.0546875 0.125 0.0546875 0.125
5 0.02734375 0.125 -0.02734375 -0.125

a=0.5,=0.100, a=-0.5
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Analiza primera
~ ; ~ _B
Olad[n—1])-ai{n—1] <052
Oadin—17) =|3n-1]
~ ~ _B
P[n—1]—lad[n-1]<05-2
05 _ ., s
Pl —1] < 278 =f.2
I=la
Dakle, vrednosti izlaznog signala u mrtvoj zoni su multipli od 27%. Ako je \a‘ < 0.5, grani¢ni
ciklus se ne moze pojaviti. Ako je ‘u =20.5, po prestanku pobude izlazni signal po¢inje da opada 1
zaustavlja se na vrednosti k-27%_ ili osciluje izmedu vrednosti k-27% i —k-27% sa ucestanoic¢u
jednakom polovini u¢estanosti odabiranja.
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Grani¢ni ciklusi zbog prekoracenja opsega pri sabiranju

Druga vrsta nelinearnih efekata kod sistema za digitalnu obradu signala su grani¢ni ciklusi
koji nastaju kao posledica prekoracenja opsega kod sabiranja. Kao $to je ve¢ receno, u
digitalnim sistemima za obradu signala se naj¢esce koristi komplement dvojke za
predstavljanje bipolarnih signala i koeficijenata. Uobicajeno je da se svi signali i
koeficijenti normalizuju na opseg —1<x < 1.

1 pored normalizacije moZe do¢i do prekoracenja opsega ako su oba sabirka istog znaka a
po modulu su veéi od 0.5.

x>
x>
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Kvantovanje koeficijenata IIR — uticaj na polozaj polova

Zbszk

H(Z):k:[)—

N
1+ az "
k=1

C’?‘]‘, = a]‘. +Aak 1 b]‘, =b]( +Ab,i‘

M

Zl;kz_k

ey = k=0
H(z)=—4=0
1+> G,z *
k=1
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i=1 i=1
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Osetljivost polova na promenu koeficijenta
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Ako su polovi funkcije prenosa bliski (Sto je karakteristi¢no za vrlo selektivne funkcije prenosa), onda male greske
koeficijenata polinoma u imeniocu mogu izazvati velike pomeraje polova u direktnim realizacionim strukturama.
Sa porastom broja polova u grupi, osetljivost polova na promene koeficijenata raste.
Iz tog razloga se, ako je broj polova veéi od 3, umesto direktnih struktura koriste kaskadne ili paralelne realizacione
strukture.
Kod takvih struktura se svaki par konjugovano kompleksnih polova realizuje nezavisno od ostalih polova. Zbog toga je
pomeraj pola zbog greske kvantovanja koeficijenata nezavisan od polozaja ostalih polova funkcije prenosa. Kod
kaskadne realizacije ista osobina vazi i za nule funkcije prenosa.
Kod paralelne realizacije, pomeraj nula zavisi od kvantovanja svih koeficijenata polinoma u brojiocu i imeniocu
funkcije prenosa.
| pored toga, pokazuje se da je paralelna realizacija ipak bolja od direktnih realizacija u pogledu osetljivosti na
kvantovanje koeficijenata zbog male osetljivosti pojedina¢nih sekcija drugog reda.
Kaskadna struktura je manje osetljiva na kvantovanje koeficijenata od paralelne realizacije, a obe su znatno bolje od
direktnih realizacija.
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Kvantovanje koeficijenata IIR — uticaj na polozaj polova - primer

1 1
H(Z)_. -1 =3 . -1, .2 -2
l+a,z7" +a,z 1-(2rcos0)z +r7z
almz
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TR
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Moguc¢i polozaji polova sa Cetiri bita
Drugi komplement, znak i tri bita
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Spregnuta forma — za realizaciju bikvadratnih sekcija
Smanjen uticaj kvantovanja koeficijenata na polozaj polova
S |
rsinBz
H(z)= 1, 2.2
1-(2rcosO)z™ +r°z .
y(n) =rsinfy;(n—1)+rcosfy(n—1)
/yl(n) =x(n) + rcosfy;(n — 1) —rsinfy(n — 1)
)q') ’@ Imz
x[n] 1.00 T-~---=.
rcos @ z-1 i o o7k
075+ e o o o o
-rsing ) @ e o o o o o
rsino 050e e o o o o o
y[n] . . . . . L] .
> \
025¢ e o o o o o o'
r cos 0 @ 2_1 . e o o o o o o | Re 2
0 025 050 075 1
rsinfz~1
H(z) = - - - - —— ——
1—rcos@zl—rcosfzl+rcosfzl-rcosfzl+rsinfz1-rsinfz1
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Odredivanje potrebnog broja bita za realizaciju IIR funkcije prenosa

A
1+0p

M (eo),  M{e)

M(el*)’

1 =0, 7

8.+
@, 04 ©
AM(Q) =M (e’") =M (e’)
- ’M(ejg) — M, (e )| Q<Q,
1na\ (Q) 0 ‘0
o UG R ACES IoETeY
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Optimalna duzina re¢i je minimalna duzina reci za koju vazi uslov
AM(Q)<AM,, (Q)  méunski
Statisticko posmatranje zaokruzivanja koeficijenata
1
—q/2<Ac;<q/2  p(Acy) = q
Predstava brojeva drugi komplement 1+B bita
q/2 2 )—2B
j(Ac )? pAc)d(Acy) =2—==—
2 12
-q/2
MO
AM(Q) = Z => S, Ac,
i z =1
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L Srednja vrednost jednaka nuli ako su

E{AM} = Z S G E {ACJ- 1=0 statisticki nezavisne neta¢nosti

P koeficijenata
N, 2 N,
2 So2 2 9" < @2 C] 2
San = Z SAq-GAq- = EZ SAc, 12 St
i=1 i=1
_(AM)”
1 267 :
( /_\M’) — e AM Galiiolva raspczdelft, Nc veliko,
centrala granicna teorema
Capy VT &
2
AM, (AM)”
2

v =Pr(AM| < AM)) = [ e 200 G(AM)

G¢M{'\,‘2ﬂ:
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AM =x6,,,1 AM,=x,G,,,  smena
2

Standardni oblik

—
y=—= Ie 2 dx Numericko izracunavanje,
\2® 0 nema zatvorene forme
AiM[ < A*'Mmax (Q) Biée manje sa faktorom pouzdanosti y
A‘Mﬂlﬂ‘{
xS,
Bl 1 xS,
=10g, —=10g, X,=2, y=0.95
g2 82 17 =2, y=0.
q A‘Mﬂl'ﬂx
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Kvantovanje koeficijenata FIR — uticaj na poloZaj nula

Zbszk
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N—k
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U praksi se nule funkcije prenosa nalaze u opsegu ucestanosti koji odgovara nepropusnom
opsegu i nisu grupisane.
Zbog toga imenilac funkcije ne moze imati male vrednosti, pa osetljivost nula na promene
koeficijenata nije velika, ¢ak ni kod direktne realizacije viSeg reda.
Posto je direktna realizacija najjednostavnija, a nije mnogo osetljiva, FIR funkcije prenosa
se najcesce realizuju nekom od direktnih realizacija, a vrlo retko u vidu kaskadne
strukture.
h[n]=zth[M —1-n]
uslov linearnosti faze bi¢e zadovoljen i posle kvantovanja koeficijenata
26

A
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H(e™)= H(e’®)+ AH (e’*)

M-1
AH (&™) =" Ah[n]e™’™
n=0
e Ah[n] £ e
2 2

e—jﬁn

‘ i < —jom - Mq —(B+1)
AH (e )‘ = Ah[n]e ™| <> |Ah[n] < = = 2 M
n=0 n=0

Suvise pesimisticki
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Izracunavanje DFT i Sum kod FIR struktura

Efekti kona¢ne duzine reci kod izracunavanja DFT manifestuju se na dva nacina.

Prvi uzrok gresaka, koji nastaje zbog nemoguénosti tacnog izraCunavanja sinusa i kosinusa,
slican je efektu kvantovanja koeficijenata kod filtarskih struktura.

Drugi uticaj kona¢ne duzine reci nastaje zbog kvantovanja proizvoda i manifestuje se kao
Sum na izlazu.

Kvantovanje proizvoda
Q(cfx[n]) = c.x[n]+e,[n]
X[n] < > Q(ex[n])

C [s

Ci eitn]
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Kvantovanje proizvoda

Spektralna gustina snage Suma na izlazu data je izrazom:

q = 28 Korak
kvantovanja

k; broj mnoZaca povezan na taj sabira¢

Ns ukupan broj sabiraca

Gj funkcija prenosa od sabiraca do izlaza
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Ng ) 2 2 N ) 2
S, (") = ngkf|Gf (ejn)| = i]_zzkf|Gf (e )l
1 =1

29
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FIR svi izvori Suma se pridruzuju izlaznom sabiracu

k; =1, Gj=1, Ns=M

Zaokruzivanje pre sabiranja

-2B
P8, ()= MLy
2 1

Zaokruzivanje posle sabiranja

-_S L8 ___
=131
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DFT — sli¢an racunanju FIRa

X[k1=Y x[n7f", k=01, ,N-1

Jedno kompleksno mnozenje jednako 4 realna mnozenja

N _,
EPPVL N W P
12 3 3
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Izra¢unavanje DFT — da ne bi doslo do prekoracenja
N-1
[ X[k <> |xn] <N, k=0L...N-1 Akie xn] <1
n=0
Ako je i X[k] normalizovano za sigurno sprecavanje
prekoracenja, dovoljno je
- odeliti ulazni signal sa N.
Z‘x[n]‘ <1 P :
n=0
Medutim
Posmatrajmo sada ulaznu sekvencu x[n] koja predstavlja beli sum cije vrednosti, posle
skaliranja, leze u opsegu —1/N <x(n) < I/N
; 2 2B
_@/N)? 1 N 1 oy_ 1 _2
. 5 oy =Noj = 27 2ar2 0 a2
: 12 %N 3N . q N N
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Kao primer, posmatrajmo sekvencu od 1024 odbirka. Ako je potrebno
ostvariti odnos signal-sum od 30 dB
2 1 22 B

quz - N?

G

X
=
Ge

dobija se da je potrebna taénost mnoZenja i sabiranja B = 15 bita.
Stoga se ponekad odustaje od skaliranja ulazne sekvence veé se samo zahteva

da bude x[n] < 1. Tada se mora obezbediti dovoljno veliki dinami¢ki opseg
sabiraca, jer je X[K] <N

2 :
2 2 _ w2 = 7 Sx 1 2B
c 21/3 GY——;\IG_\.—;\‘Y/L% 5 :72=2
G, q
Svega 5 hita
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Skaliranje koeficijenta funkcije prenosa
x[n] By yin]
T | R Y ’
eyln] R -
| N | b, a,
| . &,
| R | o D PO
D), |
| Gi(2) | by -a,
| : | [90 o
| g Ma @ il EI by -,
[N |
| Fil2) i B ’@ @‘ @
| F@ | : : - i
! ] Biyg N1
‘ S L F® D P @
i i ] ]
i | by -ay
| | @
¢vorovi grananja
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x[n]£ M
Dinamicki opseg M se maksimalno koristi

vi[n]<M, i=12,. .

u vremenskom domenu, impulsni odziv f, pa konvolucija

v.[n]= iﬁ[k]x[n— k], i=12,...
k=0

vi[n]| < i‘ff[k]Hx[n—k]‘ < Mi‘ff[k]_, i=12,...
k=0 k=0

Bn]<M, i=12...

o
YlksL =2, e
. k=0
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Frekventni domen
L, norma
1 T ip
i p
a1, =| L e ac
| 2n
—T
p=1 dobija I, predstavlja srednju vrednost apsolutne vrednosti funkcije H(e’®)
p=2 dobija L, predstavlja koren iz srednje vrednosti kvadrata funkcije H(e’™)
|H|, = max H(ef‘q)‘
@ —-n£Q<n
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iin) < |H], <[ H], <--<[H

[=s]

|l <

1 7 _ _ "
v,[n] =_IE(QJQ )X(ejg)ej__”dg
2m -

1 7 1 7
v, < — [|Fe)|xEeMdas<|F], = [Jx@e™de<|F| |x],
2m 7 P 2m ”
Nece se desiti prekoracenje ako posle skaliranja vazi
~ Jos blazi kriterijum za ~ _
P;- <1 signale koji imaju konac¢nu E 5 <1
> - energiju -
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Prakti¢no izvodenje skalirinja

F@=sk@ B =slg], <1
5 = l P=2 ili
= =21l100
R,
A za vremenski domen
1

S

< —
> |filk]
k=0
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b e
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Paralelna realizacija P1 S (] o1
—® )P %5
Zal . ‘
e |
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b, -
: efn] 8,2
>
01
Paralelna realizacija P2 25 ’(‘:9 - @D
vim | s,
A N : , E’H -8
by = siby;. by =s;iby, i=1,...,N
<.l ﬁg;a—» yin]
e....nl
‘ -84 Ns+1
by +5,2" ; . |
Fi(z):%» i=1...,N, l——ﬂz)——————» |
l+a,z™ +ayz ‘ . |
. 1 I I XV TN
G()=———., i=1...N, | ons .
l+ay,z™ +ayz 2 @ _ ) |
Vs | sy,
Ako nema dodatnih zahteva onda Dyns -A1Ns
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“doNs
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Kaskadna realizacija K1

R
1
X[n] 5 i
bU
- I; i-1 .
F(z)= v W(2), i=1,..,N, -
0~

-1 -2
lta,z +ayz" 3
o 5.
by = *S_"'b,‘,,. k=012, i=1,..N,

Ny
G(2)=[]H:(2). i=1...N, ’
k=i
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Kaskadna realizacija K2
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Kaskadna realizacija

Sparivanje polova i nula

Prvo se uo¢i par polova najblizi jedini¢cnom krugu i par nula koji mu je najblizi i formira se
funkcija prenosa H,(2).

Zatim se uoci sledeci par polova najblizi jedini¢nom krugu i spari sa najblizim parom nula.

Postupak se nastavlja sve dok se ne izvrsi sparivanje svih polova i nula.

Redosled:

ako se koristi realizacija K2, optimalno je da sekcije sa najve¢om varijacijom pojacanja budu
postavljene na pocetku kaskade,

a ako se koristi realizacija K1, na kraju kaskade
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Paralelnu strukturu je jednostavnije projektovati jer se ne vrsi sparivanje nula i polova niti
odredivanje redosleda, a i postupak skaliranja je jednostavniji.

Eksperimentalni rezultati pokazuju da je nivo Suma na izlazu paralelne realizacije P1 istog reda kao
kod optimalnih kaskadnih realizacija. Uticaj kvantovanja koeficijenata takode je manji kod paralelne
realizacije.

Dakle, moglo bi se re¢i da je paralelna realizacija P1 optimalna realizaciona struktura. Medutim, i
kaskadna realizacija ima svojih prednosti. Pre svega, u naj¢es¢em slucaju kada se sinteza vrsi
bilinearnom transformacijom klasi¢nih analognih funkcija prenosa, nule digitalne funkcije prenosa
leze na jediniénom krugu pa se moze ustedeti 25% ili ¢ak i 50% mnoZaca. Drugo, nule se ne
pomeraju sa jedini¢nog kruga zbog kvantovanja koeficijenata, §to povoljno uti¢e na amplitudsku
karakteristiku u nepropusnom opsegu.
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Zadatak 3 (15 poena)
Digitalni kauzalni rekurzivni filtar drugog reda definisan je slede¢om diferencnom jednac¢inom

yIn] =< y[r-1]- 2 yln-2Jx[n

Kvantizacija se vrsi na izlazu poslednjeg sabiraca, zaokruzivanjem, i to na 4 bita (oznaceni
brojevi u drugom komplementu u opsegu -1 do 1). Pobudni signal x[n] se takode predstavlja
sa 4 bita.

a) [10] Skicirajte navedeni sistem i proverite da li dolazi do grani¢nog ciklusa usled
prekoracenja ako se sistem pobudi signalom

X[n]=-0.75,,6[n]-0.625,,5[n-1]

i ako za pocetne uslove vazi da je y[-2] = y[—1] = 0.
b) [5] Na koji na¢in se mogu izbec¢i grani¢ni ciklusi usled prekoracenja
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HINT: Na izlazu:

Maksimalan pozitivan broj 0111 =0.111=7/8=0.875

Minimalan pozitivan broj 0001 =0.001=1/8=0.125

Minimalan negativan broj 1000=1.000=-1

Maksimalan negativan broj 1111=1.111=-1/8=-0.125

Odsecanje

46/64=40/64+6/64=5/8

Zaokruzivanje

46/64=40/64+6/64=6/8

Prekoracenje

7/8+7/8=14/8=16/8-2/8=-2/8

0.111+0.111=1.110=-2/8
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7 5
y[nl= £y[r-11-Syln- 2L (o]
0.75=6/8
0.625=5/8

X[0]=-6/8, X[1]=-5/8,
Y[0]=7/8*0-5/8*0+(-6/8)= -6/8 OK

Y[1]=7/8* (-6/8) -5/8*0+(-5/8)= -42/64 + (-5/8)

Na mnozac¢ima nece nastati prekoracenje. Prekoracenje nastaje na sabiracu.
-42/64 + (-5/8) = -82/64 = -(128-46)/64 = 46/64

Sve svedeno na 8 i zaokruzivanje “manjih” vrednosti.
46/64=40/64+6/64=5/8 + 1/8 = 6/8 (6/64=0.000110)

Y[2]=7/8* (6/8) -5/8* (-6/8)=+72/64= (128-56)= -56/64= -7/8

Y[3]= 7/8* (-7/8) -5/8* (6/8) = -79/64 = -(128-49)/64= 49/64= 48/64+ 1/64 = 6/8
Y[4]=-6/8

Y[5]=7/8

Y[6]=-6/8

Y[7]=6/8

Y[8]=-7/8
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